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Koordinatensysteme
Kartesisches Polar- oder Zylinder-
Koordinatensystem Koordinatensystem
y
Rechtssystem P(1,0,2)
1y
P(s D
4
L~/ X
zZ
Kugel-
Koordinatensystem
Linkssystem
I P(r,0,0)
P(Xa / Z
S X
X
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Ortsvektor

- P,(X,/Y,r2,)
-

P (xX,,V,2;) P,

Z
Xl
L
Pi=|Y:]| = (Xll Yir Zl)
Zl
Vektoroperationen

Skalares Vielfaches: kp=(kx,ky, kz)"

: > > T
Summe/Differenz: p,+p,=(X,+X,, V.*tV,, 2,+Z,)

> > T
P.=P.= (Xl_XZI Yi~Y2r Zl_ZZ)

Punktabstand:

a= -\/(Xz_xl)z-l' (yz_y1)2+ (22_21)2 = |p2_p1|
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Vektoroperationen

Skalarprodukt:

Vektorprodukt:

> >

PxP,= (Y, 2

> >
P.P,=X,X,tVY,Y,+2,Z,
-» ->
=|p1| |p2|COS(P
> 5> > >
P.P=P,P,
(§1+§2) §3=§1§3+-§2-§3

(}"51 ) §2=7\, (§1§2 )

T
27 21Y2r 2:X,7X,Z,, X1Y2_Y1X2)

> > > > ,
|p1Xp2|=|p1| |p2|SlIl([)

> > > >
P.xP,= —P,xP;

> > > > >
(p1+p2)xp3 P1xP;1P,xP5

-> >

(}\'pl ) xp2=7\. (P.xP,)
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3D-Gerade

Geradengleichung
in Vektorform

Geradengleichungen in
kartesischen Koordinaten

(y_Y1) (Xz_Xl)
(Z_Zl) (Y2_Y1)
z—-x-Ebene: (z-z;) (X,-X;)=(x-X;) (2,—2,)

x-y-Ebene: (x-Xx;) (y,~v;)

y—-z-Ebene: (y-y.) (z,-z,)

Gleichungen der Geraden durch die
Punkte P,(0,7,8) und P,(9,9,8)

Kartesische Koordinaten
y=(2x+63) /9
z=8

Parameterdarstellung
x=91
y=T7+21
z=8

Vektordarstellung

d=(0,7,8)+u1(9,2,0)= (9, 7+2y, 8)
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Winkel zwischen Vektor und Koordinatenachsen

A i

N B
x=|91|coscpx
y=ldlcose,

-
z=|dlcose,

I 4

Abstand Gerade - Punkt

Abstand
. —[dB D
[dl
Z -> -
Oder "’l’min =a(->;>b)
ad

a= Vo, +1,..d,-p,) *+ (b,+},..d,~p,) *+ (b, +.d,~D,) °
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Winkel zwischen zwei Geraden

Winkel: cosop =

-
ld,lld,l

-»> ->
|3MdJ==d£L: Geraden sind parallel

-
d,d,= 0 : Geraden sind senkrecht
zueinander orientiert
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Abstand zwischen zwei Geraden (1)

Geraden
-»> >
gl = b1+ulal
-»> -
g, = b2+uzaz

Fall 1: Geraden sind parallel

- >
(d=Ad. , A+0)

_Ialx [-52- BI]I
a = ==
|4l
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Abstand zwischen zwei Geraden (2)

Geraden
- - -
g, = b1+u1d1
- -

-
g, = b,tu,d,

Fall 2: Geraden sind komplanar
und nicht parallel

Bedingung . blx+u1d1x=b2x+U2d2x
bly+pld1y=b2y+]‘12d2y
blz+uldlz=b22+U2d2z
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Abstand zwischen zwei Geraden (3)

Geraden

-> -> -
Z g, = b,+u,d,
—»

- ->
g2 = b2+l’l’2d2

Fall 3: Geraden sind weder
komplanar noch parallel

-
Abstand: a = p,, [|dl

> 5>
= 435
min d d
> > >
d = d,xd,
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Abstand zwischen zwei Geraden (4)

Geraden: §,= B, (1,1,1)°
§,=(0,0,1)"+p,(5,5,5)"
Wegen
(lrlll)T=7\f(5/515)T
sind beide Geraden parallel und
damit komplanar (Fall 1)

Abstand: a= g

Geraden: §.=(0,7,8)"+u,(9,2,0)"
gz=(8,5,6)T+u2(—4,18,10)T

Komponenten-—

gleichungen: 0+9u, = 8- 4y,
7+21, = 5+18y,
8+0p, = 6+10p,

Aus den ersten beiden Komponenten-
gleichungen folgt 1,=0.8 und p,=0.2

Diese Werte erfiillen auch die dritte
Gleichung ———» beide Geraden sind
komplanar (Fall 2).

Schnittpunkt: §,=(7.2,8.6,8)"

Geraden: §,=(1,0,0) +p, (1, 1,1)2
§,=(0,0,0) +p,(1,2,3)

(=] H

Die Geraden sind weder parallel noch
komplanar (Fall 3).

b=dx4,=(1,-2,1)" b,-b=(-1,0,0)"

5(52_51)=_1 |_}5|= ‘\/g Umin=_é

Abstand: a= (-) gg

Geometrie Geoml1
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Ebene im 3D-Raum

y P,
p’ -
g.-B A}pzv
1-Ps g» 4
P, N
Z‘///// . X Ebenengleichung
i%'pl in Vektorform
P, Ng=k
> -
Nz(f;z'i;l)x(i;a'pz)

Ebenengleichungen in
kartesischen Koordinaten

1. Form: Ax+By+Cz+D=0
2. Form: x+B,y+C,z+D,=0 (B,=B/A, ..., A#0)
3. Form: Ax+B,y+C,z+D,=0 (A,=A/d,...)

mit d=Va*+B*+C?
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Beispiel zur Ebenengleichung

Iy
P,(0,1,0)

_’
N
g
P,(1,0,0) Vektorform
—
— —>
X Ng=1

P, (0,0,1) = (1,1,1)°

Kartesische Koordinaten
1. Form: x+y+z-1=0
2. Form: x+y+z-1=0

3. Form:
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Abstand Punkt - Ebene

Vektorform
-
- - >
/ k - Np
e = — = =5
Z N N

Kartesische Koordinaten
a=|A,x+B,y+C,z+D, |
Das Vorzeichen von p, bzw. des innerhalb
der Absolutstriche stehenden Ausdrucks

gibt an, auf welcher Seite der Ebene der
Punkt liegt.
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Beispiel zu Abstand Punkt - Ebene

P(2,2,2)

a
>

o
_>
N=(1.1,1)}, k=1

S = = = = = —
P X
Abstand
5
a = — =
3

P liegt "vor"
der Ebene

Ebenengleichung: ﬁ'§'= 1

Ortsvektor zu P: B = (2,2,2)°

- > . .
Np=(,1,1) (2,2,2) =6
- > . .
NN= (1,1,1) (1,1,1) = 3

p, = (1-6)/3 = -5/3
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FuBpunkt F des Lotes von P auf die Ebene
und Schnittpunkt S von Gerade und Ebene

FuBpunkt F
-

gy = P + BN

_k-N3
He = —= 35—
N N

-

Schnittpunkt S
- -»

<_>L<;=b+us<_31>

_k-ND

= 5
d N

S
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Beispiel zum FulBpunkt F des Lotes
von P auf die Ebene

Ty
P(2,2,2)
|
|
|
| F (1,1,1)" g=1
|
I//—v
b T —
/// X
z FuBpunkt
N=(1,1,1)", k=1
k - ND_ 5
B ———=— _§
N N

T

> > 2 111
gF_p-l_pFN_ (3/ 3/ 3)

Geometrie Geom17
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Beispiel zum Schnittpunkt einer Geraden mit Ebenen

AY
\\SYZ
3 »
-
) X b=(-4,6,5)"
A d=(8,-6,0)"
Z - = - -»> -
g=b+nd g, = b + pd
_k-ND
Hs =——=—=—
d N

-

x-y-Ebene: (0,0,1)" g=0 - 4 N=0
-

x-z-Ebene: (0,1,0)" g=0 = p=1, g.,=(4,0,5)"

y-z-Ebene: (1,0,0)" g=0 — p,=0.5, g,=(0,3,5)"
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Schnittpunkt dreier Ebenen

Bedingung:

Parallele Ebenen E;:  N,g;:=k,
dirfen nicht auf-

treten! Gleichungssystem fir

die Schnittpunkt-
koordinaten X, V., Zs

nlx r11y nlz ' XS ' kl
N, Ny, Ny, vs| = | ke
n3x n3y n3z \ ZS \ k3
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Beispiel zum Schnittpunkt dreier Ebenen

Ebenengleichungen
-

E,: (l,l,l)gb=1

E,: (1,2,0)g,=2

-
E;: (1,2,3)g,=4

Gleichungssystem

1 1 1 X 1
1 2 0 vs | = | 2
1 2 3 Zg 4

’ .. 4 .5 __2
Losung: X%, 3’ Ys 37 Zg 3

Geometrie Geom?20
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Schnittgerade zweier Ebenen

Ebenengleichungen

- >
E;: N,g,=k,
- >
E2 . N2g2=k2
Schnittgerade

N N
g=b+u (N,xN,)

Der Basisvektor D ist mit der Hilfs-
) - 3 >

ebene E, zu bestimmen: (N,xN,)g,=0

(als Schnittpunkt von E,, E, und E;)

Geometrie
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Beispiel zur Schnittgerade zweier Ebenen

Ebenengleichungen
>
E,: 1’1'1)E¥=1
E,: (1,2,0)'g,=2
E,: (-2,1,1)°3,=0

Schnittpunkt S

B=(2 2 _1-
b_(6l6r 6)

Schnittgerade §

> 25 1o _ :
g_(6l6l 6) +]J-( 21111)
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