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Affine Abbildungen
metrische Ahnlichkeits- Bewegungen, Verschiebungen, Umlegungen,
affine abbildungen, Verschiebungen, Translationen Spiegelungen
Abbildungen konstante Rotationen

Skalierung
Invarianzen
Léngen Léangen- Léangen Léangen Léangen
Winkelbetrdge  verhéltnisse Winkelgréfen Winkelgréen Winkelbetrage
Inhalte Winkelbetrige  Inhalte Inhalte Inhalte
Orientierung Orientierung

Charakteristika
CC'=E CC'=\A’E det(C)=+1 C=E det(C)=-1
det(C)=1 A>0
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& Affine Abbildungen
melr. aff. sbb.  Shnlichkeit Bewegungl

Affine Abbildungen

M= E3

Bewegunge Bewegung3 “erschiebungen Spiegelungenl  Spiegelungen?  Ende

¥
1 Metrische affine Abbildung
[ Rotation und Yerschiebung ]
|
|
[I pu=ctp+t
| 2 b4
112 -sqri[3)f2 1
C= t=
sqrif3)f2 142 -2
-1
det[C]=+1
-2
& Affine Abbildungen MmEE

melr. aff. Abb,  Shnlichkelt  Bewegungl

Bewegung? Bewegung3 “erschiebungen Spiegelungenl  Spiegelungen? Ende

Ahnlichkeitsabbildung

4 [ Rotation und Skalierung ]
£
/
/ p’=C*p
1 a x
1 -1 1 1
C= c =
1 1 11
-1
C*C*=I**E
pe=2
-2
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Affine Abbildungen

a Affine Abbildungen MER
melr. aff. 4bb.  Ahnlichkeit Bewegungl Bewegung? Bewegung?  Werschiebungen Spiegelungenl  Spiegelungen? Ende

Y
P Bewegqungen 1
i i [ Rotation )
AN
",
1 2 b4
112 -sqri(3)f2 0
C= t=
sqr3)e 142 0
-1
det[C]=+1
-2
& Affine Abbildungen HE R

melr. aff. &bb,  Shrlichkelt Bewegungl Bewegung? Bewegung? Werschiebungen  Spiegelungen]  Spiegelungen?  Ende

1 Bewegungen 2

[ Rotation und Yerschiebung )

2 X
12 -sqri[3)f2 1
C= t=
sqrif3)yz 142 -2
det[C]=+1
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Affine Abbildungen

1f'."’: Affine Abbildungen 2] ]
melr. aff. &bb.  Shnlichkeit Bewegungl Bewegung? Bewegung?  “erschiebungen Spiegelungen]  Spiegelungen? Ende
Y
1 Bewequngen 3
[ Fotation um den Fixpunkt F ]
p'=C*p+t
e 20, x
/F
112 -sqri{3)/2 1
s C-= t=
e sqri(3)f2 142 -2
-1
/
i det[C]=+1
A
g
Fixpunkt xf= [1+2*sqri{3] ] }2
-2 yi=-(2-sqrif3]] /2
& Affine Abbildungen [ 2] x]
melr. aff. &bb,  Shrlichkelt Bewegungl Bewegung? Bewegung? Werschiebungen  Spiegelungen]  Spiegelungen?  Ende
b
1 ¥erschiebungen
[ Translation ]
pP=C*p+t=p+t
1 2 X
1 0 1
C= t=
0 1 -2
-1
C=E
-2
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Affine Abbildungen

1 Affine Abbildungen EmEE
melr. aff. &bb.  Shnlichkeit Bewegungl Bewegung? Bewegung?  “erschiebungen Spiegelungen]  Spiegelungen? Ende

Y /
1 spiegelungen 1
/ [ Echte Spiegelung )
p'=C*pit
1 2 X
172 sqri3)/2 0
C= t=
sqri(32 112 0
-1
det[C] = -1
-2
4 Affine Abbildungen _[& ] x]

melr. aff. &bb.  Shnlichkeit Bewegungl Bewegung? Bewegung?  Yerschiebungen Spiegelungen]  Spiegelungen?  Ende

¥
1 apiegelungen 2
[ Gleitspiegelung ]
P p"=C*p+t
1 ™
112 sqri(3)/2 1
C= t=
sqri(3)y2 142 -2
-1
/ det[C] = -1
-2
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Affine Rdume und Abbildungen (Zusammenfassung)

1. Affine Abbildungen
- Geradentreue (Gerade wird auf Gerade abgebildet)
- Parallelentreue (Parallele Geraden bleiben parallel)
- Teilverhéltnistreue (Teilverhidltnisse bleiben erhalten)

- Inzidenzerhaltend (Punkt/Gerade — Bildpunkt/Bildgerade)

2. Vektoren sind Differenzen von Punkten. Die Summe aus Punkt und
Vektor ist ein Punkt.

3. Abbildungsgleichungen
— — > > — — >
p*=Cp+t oder V*=C.V
Die Abbildungsmatrix C ist quadratisch und reguldr. Die Abbildung

ist orthonormal, damit ergibt sich die inverse Matrix aus ihrer
Transponierten.

- T

c'=cC

4. Fiir affine Rdume gilt allgemein:

r N r

-
1=0 1=0

5. Aus den affinen Abbildungen gehen hervor:
- > -> o
- Gerade g=v,+ p(v,-vy)
. - - > o - >
- Dreieck v =v,+ p(v; - Vo) + 1y (V2 - V)

mit p;, p,20 und O0<p, +p,<1
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trans106




Technische Universitat Dresden
Fakultat Informatik
Prof. Dr.-Ing.habil. Orlamunder

3D-Punkt in homogenen Koordinaten

ty

&

Ortsvektor in homogenen Koordinaten

X

9 = =(x,y,2z,1)"

N K

Vorteile homogener Koordinaten:
Einheitliche Behandlung aller Transformationen

Zusammenfassung komplexer Transformationen zu
einer Gesamttransformationsmatrix

Einfache Umkehrung der Transformation durch
Matrizeninversion
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Translation des Punktes P

P (XOI yo’ ZO)

L S
— T
/ t = (Lt t, L)
/ / ’
/ X
X = X, + T
P(x,y,2) ° *
y = YO + ty

)

z =2z, + €,

Transformationen
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1
- 0
T(t) =

0

0

Translationsmatrizen

0 t, 1 0 0 -t,
0 t, —_ o 0o 1 o0 -t
T (t)=

1 t, 0 0 1 -t
0O 1 O O 0 1
- = - >

(t) = T(-t)
T(E+E) = T(E) - T(T)

Transformationen
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Translation (Beispiel)

Translation des Punktes P(1,2,3) um den Vektor

T = (1,-2,4)"
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Skalierung des Punktes P

Ay

P(x,vy,2)

P (XOI yo’ ZO)

i X = S,-X,
Y = 8;:Yo
z = s, 2,
(x\ (sxO 0 ono\
y 0 s, 0 0}y,
| Lo o s, 0 ]| z,

Transformationen
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Skalierungssmatrizen

s, 0 0 O
_ 0 s, 0 O
S(sx,sy,sz) =
0O 0 s,0
0O 0 0 1
il -1 1 1
S (Syrsyrs,) = S(gxrgyrgz)

S (lesx2’ SylSy2’ SzlSz2)

=S (le’ Syl’ Szl) *S (Sx2’ Sy2’ SZZ)
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Translation und Skalierung (Beispiele)

Translation des Punktes P(1,2,3) um den Vektor
t=(1,-2,4)"

und nachfolgende Skalierung mit den Skalierungsfaktoren s =1, s =2, s,=3.

II
II

Skalierung des Punktes P(1,2,3) mit den Skalierungsfaktoren
s,=1, s,=2, s,=3 und nachfolgende Translation um den Vektor

RN K X
ORr OO
|

1
2
4
1

YR S
I
= O N

I
oo
OORr O

= NKX
I
oNeoNoN
ooN O
Owoo
R OOO
R JON
PR ON

?: (1 9'234)T

x 1 0 0 o0\/1 1
y o 2 0 oll2 4
z|=lo o 3 ol3]=|o
1 o o o 1/J\1 1
X 1 0 0 1\[1 2
y o 1 0-21]4 2
z]=lo o 1 4a|lo])=113
1 o o o 1]J\z1 1
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Gesamtmatrix fiir Skalierung und
Translation (Beispiel)

Skalierung des Punktes P(1,2,3) mit den Skalierungsfaktoren s =1, $,=2, 8,73
und nachfolgende Translation um den Vektor

t=(1,-2,4)"

Moo = T(E)-S (s, 8,,8,) P = My, P
1 00 1 1 000 1 00 1
~ 1010 -21.,]020O0)|_10 20 -2
EE 0O 01 4 0 0 30 O 03 4
0 00 1 0 001 O 00 1

X 1 00 1 1 2

vl_[o20-2]f2]_]2

Z 0 03 4 3 13

1 0 00 1 1 1
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Skalierung relativ zu einem
beliebigen Raumpunkt R(r,,r,,r,)

Transformationsmatrix S_, fiir die Skalierung beziiglich eines

rel

Punktes R(r,.r,.r,).
— T
r=(r,, Ly r,)
§rel (r, S, Syr s,) = T (r) S (84r Syr s,) T (-r)
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Rotation um die z-Achse

X,= recosB Yo= resinB
X = recos(R+@,) y = resin(B+@,)

X = X,eCOSQ,~Y,+S1inQ,

Yy = Xgesin@,+y,«coso,

Z = ZO
Transformationen
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Rotationsmatrizen beziiglich
der Koordinatenachsen

1 0 0 0

R (p,)=] 0 cos¢, -sinp, O
0 sin¢p, cose, O

1

0 0
cosp, 0 sine, O
ﬁy($y)= .O 1 0 0
-sinp, 0 cosp, O
0 0 0 1

cos@, —sin@, O

0

R, (p,)=] sing, cosep, 0 O
0 0 1 0

0 0 0 1

Transformationen trans117
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Rotation (Beispiele)

Rotation eines Punktes P(1,1,1) um jeweils 90° zuerst um die z-Achse und
dann um die x-Achse.

T T T
(XIYIZI]-) =R R _-(1,1,1,1) =(-1,-1,1,1)

Rotation eines Punktes P(1,1,1) um jeweils 90° zuerst um die x-Achse und
dann um die z-Achse.

r — @ = T T
(X,¥,2,1) =R, R,- (1,1,1,1) =(1,1,1,1)

Transformationen trans118
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Rotation um eine beliebige Raumachse (1)

<
2 Y 0@“&&6 SO
a= b+ud

I 4

Transformationsschritte

1. Verschiebung von B in den Ursprung
2. Rotation der Drehachse a um die z-Achse in die xz-Ebene

3. Rotation der Drehachse a um die y-Achse in die z-Achse
4. Rotation um die z-Achse mit dem Winkel ¢

5. Umkehrtransformationen der Schritte 1-3

Transformationen
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Rotation um eine beliebige Raumachse (2)

1. Schritt:

Verschieben von B in den Ursprung

AY a

oORr oo
I
|—‘O"O"xt)"

Hl

D

o¥

I
OO oK
oo o

Transformationen
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Rotation um eine beliebige Raumachse (3)

2. Schritt;
Rotation von a um die z-Achse in die xz-Ebene
AY d
. 7
dy v="\/ dx2+dy2
o9,
d > sin@,=d /v
_(Pz q X
Py z cos@,=d, /v
Z
=i
d,/v d,/v 0 0
B (-¢,)= | -d,/v d,/v 0 0
0 0 1 0
0 0O 01
Transformationen trans121
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Rotation um eine beliebige Raumachse (4)

3. Schritt:

Rotation von @ um die y-Achse in die z-Achse

AY w=Va, +d, +d,

sin@,=v/w

cos@,=d,/w

x V

d,/w 0 -v/w O

ﬁy(_(py)= 0 1 0 O
v/iw 0 d,/w O

0 0 0 1
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Rotation um eine beliebige Raumachse (5)

4. Schritt:

Rotation mit ® um die z-Achse

cosp -sinp 0 O
- [0 St 0 0
0 0O 01

Transformationen trans123




Technische Universitat Dresden
Fakultat Informatik
Prof. Dr.-Ing.habil. Orlamunder

Rotation um eine beliebige Raumachse (6)

5. Schritt:

Gesamtmatrix fiir die Rotation mit ® um die Raumachse a

Rll R12 R13 Rl4
§ — R21 R22 R23 R24
ges
R3l R32 R33 R34
0 0 0 1

Transformationen trans124
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Rotation um eine beliebige Raumachse (7)

Koeffizienten der Transformationsmatrix ﬁges
2 2 2 2
Ry;=[(d, +d, ) cosd+d, 1/w
2
Ry,=[d,d, (1-cos¢)-wd,sind] /w
Ry,=[d,d, (1-cos¢)}+wd sind] /w

Ry,={ [b, (d, +d,) ~b d.d ~b,d.d,] (1-cos})

+w (b,d,~b,d,) sind} /w
R,,=[d,d, (1-cos¢)+wd,sind] /w
2 2 2 2
R,,=[ (d, +d, ) cosd+d, 1/w
R,,=[d,d, (1-cos¢)-wd, sind] /w
2 2
R,,={- [b,d,d b (d,’+d,”) +b,d d,] (1-cos)
~w(b,d,~b.d,) sind} /w
R,,=[d,d, (1-cos¢)—wd, sind] /w
R,,=[d,d, (1-cos¢)}+wd, sind] /w
2 2 2 2
R,,=[(d, +d, ) cosd+d, 1/w
2 2
R,,={- [b,d,d,+b,d d,-b, (d, ,d ) ] (1-cos})

+w (b,d ~b d,) sind} /w
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Rotation um eine Raumachse durch den Ursprung (1)

Koeffizienten der Transformationsmatrix

N
Voraussetzung: Der Richtungsvektor g der Drehachse a
ist normiert (w=\ d+d,+d," = 1).

2 2 2
1=[(d, +d, ) cos+d, ]

R

Ry,=[d,d, (1-cos¢)-d,sin¢]
Ry3=[d,d, (1-cos¢)+d sind]
R

R,,=[d,d, (1-cos¢d)+d,sing]
R,,=[ (d, +d22)cos¢+dy2]
23=[d,d, (1-cos¢)—d,sing]

R
R,,= O

Ry, =[d,d, (1-cos¢)-d sing]
R3,=[d,d, (1-cos)+d,sing]
R,,=[(d, +d, ) coso+d, ]
R,,= O

Transformationen trans126
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Rotation um eine Raumachse durch den Ursprung (2)

Voraussetzung: Der Richtungsvektor d der Drehachse a

ist normiert (|dj=V d, +d, +d, = 1).

AZ
%
S
%
R —>
O 4R’ - Drehachse
N N
T
— a=u-d, d normiert
P o
>
y
X

P = f))-cosCD +(1- cosd))-(;l)-i’))-c_l) + (c_l)xi’))-sincl)

Transformationen
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Scherung des Punktes P

AY

P(Xy, Yor Z,)

_— _
— x

P(x,vy,2z)

X = XO+SlyO+S2ZO
Y = 853Xt Yo1T85,2

zZz = SSXO+S6yO+ Z

X l s; s, O X
Y - s; 1 s, O Yo
Z Sz Sg 1 0 g
1 0 O 0o 1 1

Transformationen trans128
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Scherungsmatrix und Beispiel

I
Il

s, und s, — Scherung in x-Richtung
s, und s, — Scherung in y-Richtung
sy, und s, — Scherung in z-Richtung

Scherung mit s;=1 und s,=s;=s,=s.=s.=0

AY P(x,y,z) _ [+ 1 0
= [0 1 0
//\\ 0 0 1
Scherung
T O 0 O
>
1 2 3 X
T i
(Ollloll) —— (lllloll)
T i

(2111011) — (3111011)

Transformationen
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Transformation vom Objekt- ins Observersystem

B, D

/V Blickrichtung
(=negative Z-Achse)
>
, X
AZ/Q ‘4& Beobachter-

position

Transformationsschritte

1. Translation des Ursprungs des Observer- in den des Objektsystems

2. Rotation des Objektsystems um die z-Achse des Observersystems
in die x-z-Ebene des Objektsystems

3. Rotation um die y-Achse des Objektsystems bis die z-Achsen
beider Systeme deckungsgleich sind

4. Rotation um die (nunmehr gemeinsame) z-Achse zur
“Beibehaltung der Vertikalen"

Transformationen trans141
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Transformation vom Objekt- ins Observersystem

Rotationsachse fiir die Transformation vom Objekt- ins Observersystem

— — T

—_)
+uD=(B,,B,,B,) +u(-D,,-D,, -D,)

Schritt 1: Translation des Ursprungs des Objektsystems in den
des Observersystems

—
I|I

oNoNoN

oOoOoRro

oOr oo
I

— o W
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Transformation vom Objekt- ins Observersystem

Schritt 2: Rotation des Objektsystems um die z-Achse des
Observersystems in die x-z-Ebene des Objektsystems

Schritt 3: Rotation um die y-Achse des Objektsystems bis die
z-Achsen beider Systeme deckungsgleich sind

-D,/W 0 -V/W O

_ 0 1 0 O
R,= V/W 0 -D,/W 0
0 0 0 1

2 2 2 2 2
V= \/ D,’+D,? , W= \/ D,’+D,*+D,

Transformationen
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Transformation vom Objekt- ins Observersystem

Die Gesamttransformation fur die Schritte 1 bis 3 lautet

p.D, DD, V (B,D,D,+B D D,-B,V’)
VW VW VW VW
D, D, (B,D,-B,D,)
_ -—— 0 -
T = Vv Vv Vv
D, D, D, (B,D,+B,D +B,D,)
W W W W
0 0 0 1
Transformationen trans144
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Transformation vom Objekt- ins Observersystem

Ohne Beibehaltung Mit Beibehaltung
der Vertikalen der Vertikalen

Transformationen trans145
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Transformation vom Objekt- ins Observersystem

Schritt 4: Rotation um die (gemeinsame) z-Achse zur
"Beibehaltung der Vertikalen"

Bedingung: Die Gerade des Objektsystems
N g T
g= (BXIByIBZI 1) "‘11 (OI Or 1/ 1)
muss in eine Gerade der Form
> W . T
G=(0,0,0,1) 1 (OIYI z,1)

des Observersystems iibergehen

"Beibehaltung der Vertikalen" bedeutet, dass die Z-Achse
des Observersystems in der y-z-Ebene des Objektsystems liegt

B, -V X
— - — _ u O = ? _ —
T.g=T By l== =u|l Y |= K
- - Bz+p W _DZ Z

1 1 1

Diese Gerade fliegt noch nicht in der y-z-Ebene des
Objektsystems. Sie muss deshalb noch um den Winkel A
um die (gemeinsame) z-Achse gedreht werden
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Transformation vom Objekt- ins Observersystem

Transformation zur "Beibehaltung der Vertikalen"

sin (-\)

x/V P

v

Transformationen
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Transformation vom Objekt- ins Observersystem

Mit sinA=-x/V, cosi=y/V und V=1/ X°+y° ergibt sich die
Transformationsmatrix zu

v/V -x/V 0 o\ / 0 1 0 o\

x/~v ow/v o0 ol -1 0 0o o
R}\'z —
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 O 1/

mit x=-V, vy=0, z=-D,, V=V.

Transformationen trans148
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Transformation vom Objekt- ins Observersystem

Die Gesamttransformationsmatrix fiir die Transformation vom Objekt- ins

Observerkoordinatensystem lautet

/ Py P, Py

S Py Py Pj3

TTAT1T| Py Y P33
\ 0 0 0

Koeffizienten der Gesamttransformationsmatrix

P,,=D,/V P,,=—D,/V

P,,=-D,D,/ (VW) P,,=-D D,/ (VW)
2
P,,=(B,D,D_,B.D,D,+B V') / (VW)

XTX-z+Ty

P,,=-D_ /W P;,=-D,/W
P;,=(B,D,+B,D +B,D,) /W

Transformationen

— W g ™
w N
NGNS
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Transformation vom Objekt- ins Observersystem

Transformation des im Objektsystem definierten
Einheitswiirfels in das durch

Bx=1, By= 1, Bz= 1

Dx=-1, Dy=-2, Dz=-3
definierte Observersystem.

Pll P12 P13 P14
a_T1 M PZl P22 P23 P24
PRI p p p p

31 32 33 34

0 0 0 1

Transformationen
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Deformation durch nichtlineare Transformation (2)

Kombination
von Tapering
und Bending

Transformationen
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Deformation durch nichtlineare Transformation (3)

Tapering (Dehnung, Verjiingung)
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Deformation durch nichtlineare Transformation (8)

Twisting Tapering Bending

a
A 4

Twisting Bending
and Bending and Twisting
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Deformation durch nichtlineare Transformation (4)

Bending (Biegung, Kriimmung)

| i

Transformationen
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Deformation durch nichtlineare Transformation (5)

R e X

. .
e D
¥ =x
(—sin®{z— £} +yr yLEy <y

y =¢ —sin®{z—r+y, +cos®{y—y ) y<y
| —siIn®(z— r} 4y +00sP(y—y2} y>¥2
cos®(z— r}+r VISYyS
A mstil{z—r:}—l—r—FSiﬂ‘I‘(}’—}’L} y<y
cos®(z—r)+r+sin®{y—ya2} y>w

b
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Deformation durch nichtlineare Transformation (6)

Twisting (Verdrehung, Torsion)

P'=Dy(P)

( X ) ( cos®(y) O -sinCD(y)) ():)
yJ={ 0 1 0 y
VA sin@(y) 0 cos®(y)
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Deformation durch nichtlineare Transformation (7)

Twisting Tapering Bending

AL

Transformationen
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Projektionsarten

Planare Projektion

/\

Parallelprojektion Perspektivprojektion
orthografische schiefe stereoskopische Zentral-
Projektion Projektion Projektion projektion
Kavalier- Kabinett-  1-Punkt- 2-Punkt- 3-Punkt-
perspektive perspektive Persp. Persp. Persp.
orthogonale axonometrische
dien. b
. isometrische dimetrische trimetrische
Hauptrisse Projektion Projektion Projektion

Projektionen proj201
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Parallelprojektion
Projektionsebene
>
<4 Objekt | Bi
Augpunkt . LE11
> < 1 .- .
Projektionsstrahl \ Projektionswinkel
AZ
Hauptrichtungen
des Objekts
| >
y
X
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Rechtwinklige Parallelprojektion

Projektionsebene,
senkrecht auf
Projektionsrichtung

A <

Projektions-
richtung

VO o
y
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Hauptrisse einer Halbpyramide

X y
Vorderansicht (p,, p,, p,) = (-1, 0, 0) Riickansicht (p,, p,, p,) = (1, 0, 0)
Az Az
X (o y y X
von oben (p,, P,y p) = (0, 0,-1)  von unten (p,, p,, p.) = (0, 0, 1)
A X
2zl | py z@’/ >y
von rechts (p,, p,» p,) = (0, -1, 0) von links (p,, p,, p,) = (0, 1, 0)
AZ
y

p X
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Schiefwinklige Parallelprojektion

Projektionsebene

Projektionsrichtung

Kabinett- Kavalier-
z perspektiv perspektive

/

B Kabinett=63 ° BKavalier=45 °
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2D- und 3D-Perspektivprojektion

(3

Ya
\ Bildpunkt B(0,y,) Sichtgerads
P(x’,y’)
Projektionsstrahl
Projektions-
gerade x‘=(0
Augpunkt A(D,0)
XC
< D 4

Projektions-
ebene z‘=0

X‘
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Perspektivische Projektion

Blickrichtung

>
L<‘

P, (x5/]Vs, —D)

Xp
Bildebene —
o "
Projektionsmatrix
X, \ -D/z’ 0 0 0 \ P ’\
A 0 -D/z’" O 0 v’
Z ) 0 0 -D/z’' O z'
\ 1 0 0 0 1 1
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